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Re´sume´. Soit f : M → M ′ une application CR de classe C∞ entre une sous-varie´te´ M ⊂ Cn
analytique re´elle ge´ne´rique et un sous-ensemble M ′ ⊂ Cn
′
alge´brique re´el. On de´montre
que si M est minimale en un point p et si M ′ ne contient pas de courbe complexe, f est
analytique re´elle en p. c© 2002 Acade´mie des sciences/ ´Editions scientifiques et me´dicales
Elsevier SAS
On analyticity of smooth CR maps into a real algebraic set
Abstract. Let f : M → M ′ be a C∞-smooth CR mapping between a generic real analytic submani-
fold M ⊂ Cn and a real algebraic subset M ′ ⊂ Cn′ . We prove that if M is minimal at a
point p and if M ′ does not contain complex curves, then f is real-analytic at p. c© 2002
Acade´mie des sciences/ ´Editions scientifiques et me´dicales Elsevier SAS
1. Introduction et e´nonce´s des re´sultats
Soit M une sous-varie´te´ ge´ne´rique analytique re´elle de Cn (n > 2) et soit M ′ un sous-ensemble
alge´brique re´el de Cn′ . Dans cette Note, nous e´tudions l’analyticite´ des applications de Cauchy-Riemann
(CR) de classe C∞ de M a` valeurs dans M ′. Notamment, nous e´tablissons une estimation supe´rieure de
leur degre´ de transcendance, en fonction de la dimension maximale des feuilletages holomorphes locaux
contenus dans M ′.
On peut supposer que la varie´te´ ge´ne´rique M de codimension d est de´finie au voisinage d’un point
p ∈ M dans Cn par des e´quations rk(z, z¯) = 0, k = 1, . . . , d, ou` les rk sont des fonctions analytiques
re´elles satisfaisant ∂r1 ∧ · · · ∧ ∂rd 6= 0 en p. Soit m := n− d la dimension CR de M . D’apre`s le the´ore`me
des fonctions implicites, on peut e´crire les e´quations deM au voisinage de p sous la forme y¯k = φk(x¯, x, y),
k = 1, . . . , d, ou` Cn ∋ z = (x, y) ∈ Cm × Cd, p = (xp, yp), et les φk sont des fonctions holomorphes au
voisinage de (x¯p, xp, yp). Les ope´rateurs Lj := ∂/∂x¯j +
∑d
k=1[∂φk/∂x¯j ] ∂/∂y¯k, j = 1, . . . ,m, forment
une base de champs CR tangents a` M . L’ensemble alge´brique re´el M ′ ⊂ Cn′ est de´fini par des e´quations
polynomiales re´elles P ′k(z′, z¯′) = 0, k = 1, . . . , d′. Soit f : M → M ′ une application CR de classe C∞
au voisinage de p sur M , i.e. Ljf = 0, pour tout j. Rappelons que M est dite minimale en p (au sens de
Tumanov) s’il n’existe pas de sous-varie´te´ CR stricte contenue dans M , passant par p et de dimension CR
e´gale a` m. Le premier re´sultat de cette Note est le suivant :
Note transmise a` Pierre LELONG
S0764-4442(01)0????-?/FLA
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THE´ORE`ME 1. – SiM est minimale en p et siM ′ ne contient pas de morceau ouvert de courbe complexe,
f est analytique re´elle en p.
Soit Mp le corps des germes en p des fonctions me´romorphes au voisinage de p dans Cn et Mp(f) :=
Mp(f1, . . . , fn′) son extension engendre´e par les fonctions composantes f1, . . . , fn′ de f . Soit deg. trp f
le degre´ de transcendance de cette extension ([1, 2, 3, 4, 7]). Rappelons que le degre´ de transcendance
d’une extension de corps est le cardinal commun a` toutes les bases de transcendance ([11, Chap. I et II]),
et que l’application f est analytique re´elle en p si et seulement si deg. trp f = 0 ([3], [4, Lem. 3.4]). Cette
notion alge´brique se traduit ge´ome´triquement par :
THE´ORE`ME 2. – Si M est minimale en p et si deg. trp f = s, alors M ′ contient un morceau ouvert de
varie´te´ analytique complexe de dimension s.
On note rg.maxp f le rang maximal de f sur un voisinage de p ; comme f se prolonge holomorphique-
ment a` un wedge, d’apre`s les the´ore`mes de Tre´preau [9] et Tumanov [10], f atteint son rang maximal
presque partout. On dit que M ′ est (r, s)-plat en q′ ∈ M ′ (cf. [2, 3]) s’il contient une sous-varie´te´ ana-
lytique re´elle de dimension r passant par q′ et biholomorphe au produit carte´sien N × ∆s, ou` N ⊂ Cν
(ν > 0) est une varie´te´ analytique re´elle et ∆s est le polydisque unite´ dans Cs. Cette notion permet de
pre´ciser le the´ore`me 2 :
THE´ORE`ME 3. – Supposons que M est minimale en p et que deg. trp f = s. Alors il existe un entier
r > rg.maxp f et un ouvert V dense au voisinage de p dans M tels que pour tout point q ∈ V , l’ensemble
M ′ est (r, s)-plat en f(q).
Notre approche est base´e sur la me´thode alge´brique de´veloppe´e pour les hypersurfaces dans [8, 1, 2, 3].
Pour passer a` la codimension supe´rieure, nous utilisons certains re´sultats re´cents de [4]. Dans le cas ou` M ′
est une varie´te´ analytique re´elle, une approche ge´ome´trique pour le proble`me d’analyticite´ des applications
CR lisses est de´veloppe´e dans les travaux fondamentaux de Diederich-Webster [6] et Diederich-Fornæss [5].
Notre me´thode permet aussi d’e´tudier le proble`me ge´ne´ral de l’analyticite´ des fonctions vectorielles
ve´rifiant des e´quations des e´quations analytiques :
THE´ORE`ME 4. – Soient M ⊂ Cn une varie´te´ analytique re´elle ge´ne´rique minimale en p et f : M →
Cn
′
une application CR de classe C∞ telles que deg. trp f = s. Supposons que f ve´rifie les e´quations
P ′k(z, z, f, f) = 0, z ∈ M , k = 1, . . . , d
′ ou` P ′k(z, z, z
′, z′) =
∑
cαβ(z, z)z
′αz′
β
sont des polynoˆmes
en z′, z′ ∈ Cn
′
a` coefficients cαβ(z, z) analytiques re´els au voisinage de p dans Cn. Alors pour tout
voisinage V de (p, f(p)), l’ensemble analytique re´el N := {(z, z′) ∈ V : P ′k(z, z, z′, z′) = 0, z ∈ M}
contient (e´ventuellement, apre`s une permutation des coordonne´es dans Cn′ ) une sous-varie´te´ de la forme
{(z, z′) : z′j = Hj(z, z
′
1, ..., z
′
s), j = s + 1, ..., n
′, z ∈ M}, ou` les Hj sont des fonctions holomorphes sur
un ouvert de Cn × Cs.
Les the´ore`mes 1, 2 et 3 se rame`nent au cas particulier du the´ore`me 4 ou` les coefficients des polynoˆmes
P ′k sont constants.
2. Extension me´romorphe et de´pendance alge´brique
Soit Rp(M) l’anneau des germes en p des fonctions C∞ sur M de la forme h(z) = H(z, z¯, g(z)), ou`
g = (g1, . . . , gs), s > 0, sont des germes en p de fonctions CR de classe C∞ sur M et H est une fonction
holomorphe au voisinage de (p, p¯, g(p)). Les ope´rateurs Lj sont des de´rivations de l’anneau Rp(M).
D’apre`s le principe d’unicite´ pour les fonctions de Rp(M) ([3, 4]), cet anneau est inte`gre. On note alors
R̂p(M) le corps des fractions de Rp(M). Le re´sultat suivant, qui est une version ge´ne´ralise´e du principe
de re´flexion de Lewy-Pinchuk, a e´te´ de´montre´ dans [3] pour M une hypersurface et dans [4] pour le cas
ge´ne´ral.
LEMME 1. – Si une fonction ψ = h1/h2 ∈ R̂p(M) est CR en dehors du ferme´ d’inte´rieur vide
Σ := {z ∈M : h2(z) = 0}, elle se prolonge me´romorphiquement a` un voisinage de p dans Cn.
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Une famille finie de fonctions g1, . . . , gs de classe C∞ et CR au voisinage de p dans M est dite alge´-
briquement de´pendante sur R̂p(M) (resp. Mp) s’il existe un polynoˆme non nul Q ∈ R̂p(M)[X1, . . . , Xs]
(resp. Q ∈ Mp[X1, . . . , Xs]) tel que Q(g1, . . . , gs) est identiquement nul au voisinage de p dans M en
dehors de la re´union des lieux singuliers de ses coefficients (cf. [2, 3]).
LEMME 2. – La famille (g1, . . . , gs) est alge´briquement de´pendante sur R̂p(M) si et seulement si elle
est alge´briquement de´pendante sur Mp. Dans ce cas, deg. trp g < s.
De´monstration. – Supposons qu’il existe des fonctions αJ ∈ R̂p(M), J ∈ N s, |J | 6 A non toutes
nulles telles que
∑
αJ g
J = 0 au voisinage de p surM , en dehors des lieux singuliers des αJ . Conside´rons
une e´quation de ce type comportant un nombre de monoˆmes minimal et posse´dant un coefficient unitaire,
disons αJ0 = 1. En appliquant les ope´rateurs Lj , on obtient les e´quations
∑
J 6=J0
Lj(αJ ) g
J = 0, pour
j = 1, . . . ,m. Ici, Lj(αJ ) ∈ R̂p(M). Par l’absurde, s’il existe un coefficient Lj1(αJ1) non nul, on divise
par ce coefficient et on obtient une contradiction avec le fait que l’e´quation initiale comportait un nombre
minimal de monoˆmes. Par conse´quent, chaque αJ est CR en dehors de son lieu singulier ; le lemme 1
permet de conclure. 
LEMME 3. – Soit g = (g1, . . . , gs), s > 1, une famille de fonctions CR de classe C∞ au voisinage de p
dansM et P (z, ζ, u, ω) une fonction holomorphe en (z, ζ) ∈ Cn×Cn et polynomiale en (u, ω) ∈ Cs×Cs
au voisinage de (p, p¯, g(p), g(p)). On suppose que P (z, z¯, g(z), g(z)) ≡ 0 sur M au voisinage de p et que
P (z, z¯, u, ω) 6≡ 0 sur M × C2s au voisinage de (p, g(p), g(p)). Alors, on a l’estimation : deg. trp g < s.
De´monstration. – On peut supposer que p = 0 et g(p) = 0. ´Ecrivons P sous la forme P (z, ζ, u, ω) =∑
αJ(z, ζ, ω)u
J
, ou` les αJ , J ∈ N s, |J | 6 A, sont holomorphes en (z, ζ) et polynomiales en ω au
voisinage de (0, 0, 0). S’il existe J0 tel que αJ0(z, z¯, g(z)) 6≡ 0 sur M au voisinage de 0, alors g1, . . . , gs
sont alge´briquement de´pendantes sur R̂p(M), donc sur Mp d’apre`s le lemme 2. Si au contraire ψJ (z) :=
αJ (z, z¯, g(z)) ≡ 0 sur M au voisinage de 0 pour tout J , de´veloppons ψJ (z) =
∑
βIJ(z, z¯) g(z)
I sous
forme polynomiale. Comme P (z, z¯, u, ω) 6≡ 0, il existe des multi-indices I0 et J0 tels que βI0J0(z, z¯) 6≡ 0
surM au voisinage de 0. Alors, ψJ0(z) ≡ 0 surM au voisinage de p signifie a` nouveau que g1, . . . , gs sont
alge´briquement de´pendantes sur R̂p(M). 
3. De´monstration des the´ore`mes
Dans la situation du the´ore`me 4, on pose s = deg. trp f . On peut supposer que f1, . . . , fs est une base
de transcendance du corps Mp(f) sur Mp. Notons f = (g, h) ∈ Cs × Ct, t = n − s, et z′ = (u′, v′) ∈
Cs × Ct. Pour tout j = 1, . . . , t, il existe une fonction non identiquement nulle Qj(z, u′, v′j) polynomiale
en (u′, v′j) ∈ C
s+1 et holomorphe en z au voisinage de p, telle que Qj(z, g(z), hj(z)) ≡ 0 sur M au
voisinage de p. Soit Qp(f) le sous-ensemble analytique complexe de Cn+n
′ de´fini au voisinage de (p, p′)
par les e´quations Qj(z, u′, v′j) = 0, j = 1, . . . , t. Notons pi : Cn+n
′
→ Cn et pi′ : Cn+n
′
→ Cn
′ les
projections canoniques, et Qp(f)|M l’ensemble analytique re´el Qp(f) ∩ pi−1(M). Le graphe Γf de f est
inclus dans Qp(f)|M . Soit ∆j(z, u′) le discriminant de Qj(z, u′, v′j) par rapport a` v′j et soit Σ := {z ∈
M : ∆j(z, g(z)) = 0, j = 1, . . . , t}. Il faut remarquer que ∆j(z, g(z)) 6≡ 0 au voisinage de p sur M ,
j = 1, . . . , t, car g1, . . . , gs est une base de transcendance.
Appliquons maintenant la me´thode de [1, 2, 3]. Soit Mp[u′] l’anneau des polynoˆmes en u′ a` coef-
ficients me´romorphes au voisinage de p. D’apre`s le the´ore`me des fonctions implicites, pour tout point
q ∈ M \ Σ, il existe des fonctions Hj(z, u′) (1 6 j 6 t) de´finies sur un voisinage de (q, f(q)) dans
Cn × Cn
′
, holomorphes par rapport a` z et alge´briques par rapport a` u′, telles que Qj(z, u′, Hj(z, u′)) ≡ 0
pour (z, u′) dans un voisinage de (q, g(q)), i.e. les fonctions Hj(z, u′) sont alge´briques sur Mp[u′]. Con-
side´rons la substitution r′k(z, u′, z¯, u¯′) := P ′k(z, z, u′, H(z, u′), u¯′, H(z, u′)). L’alge´bricite´ des Hj(z, u′)
sur Mp[u
′] implique qu’il existe un polynoˆme non nul
∑N
l=0 Al(z, u
′, z¯, u¯′)X l avec des coefficients ana-
lytiques re´els par rapport a` (z, z¯) dans un voisinage Ω de (p, p¯) et polynomiaux par rapport a` (u′, u¯′) tel que
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∑N
l=0 Al(z, u
′, z¯, u¯′) [r′k(z, u
′, z¯, u¯′)]l ≡ 0 (cf. [1, Lem. 6.4]). Par construction, r′k(z, g(z), z¯, g(z)) = 0
pour tout z proche de q. Le lemme suivant est similaire au Lemme 6.5 de [1] :
LEMME 4. – On a r′k(z, u′, z¯, u¯′) ≡ 0 pour tout (z, u′) ∈M × Cs au voisinage de (q, g(q)).
De´monstration. – Raisonnons par l’absurde : si r′k(z, u′, z¯, u¯′) est non identiquement nul, on peut sup-
poser queA0(z, u′, z¯, u¯′) =
∑
g(z)J A0J (z, z¯, u¯
′) est non identiquement nul et queA0(z, z¯, g(z), g(z)) ≡
0 pour tout z dans un voisinageUq de q. Si tout les A0J(z, z¯, g(z)) ≡ 0 sur Uq , d’apre`s le principe d’unicite´
pour les e´le´ments de R̂p(M) ([3], [4]), on a A0J (z, z¯, g(z)) ≡ 0 dans un voisinage de p, ce qui contredit
l’inde´pendance alge´brique de (g1, . . . , gs) d’apre`s le lemme 3. S’il existe A0J0(z, z¯, g(z)) 6≡ 0 sur Uq ,
conside´rons toutes les e´quations
∑
αJ g
J = 0 satisfaites sur un ouvert dense Vq ⊂ Uq avec αJ ∈ R̂p(M)
comportant un nombre minimal de monoˆmes et posse´dant un coefficient αJ0 e´gal a` 1. Comme dans le
lemme 2, les αJ sont CR sur Vq . Alors les αJ se prolongent me´romorphiquement a` un voisinage de p
dans Cn. En effet, un examen direct de la preuve fournie dans [3], [4, Prop. 2.5] de´montre qu’il suffit que
ψ ∈ R̂p(M) soit seulement CR sur un ouvert non vide de M pour que la conclusion du lemme 1 soit vraie.
Donc (g1, . . . , gs) est alge´briquement de´pendante sur Mp, ce qui contredit la de´finition de g. 
L’annulation des r′k(z, g(z), z¯, g(z)) s’interpre`te ge´ome´triquement de la fac¸on suivante :
LEMME 5. – Pour tout point q ∈M \Σ suffisamment proche de p, il existe un voisinage Ωq de (q, f(q))
dans Cn × Cn′ tel queQp(f)|M ∩ Ωq ⊂ N = {(z, z′) : P ′k(z, z, z′, z′) = 0, z ∈M}.
Fixons un point q ∈ M \ Σ suffisamment proche de p. Les e´quations de Qp(f) s’e´crivent dans un
voisinage Ω = U × V ×W de (q, g(q), h(q)) sous la forme d’un graphe v′j = Hj(z, u′), ou` les fonctions
Hj sont holomorphes sur U × V . Cela de´montre le the´ore`me 4.
Le lemme suivant permet de conclure la de´monstration du the´ore`me 3 qui implique les the´ore`mes 1 et 2
(cf. [1, 2, 3, 4, 7]).
LEMME 6. – Pour tout point q ∈M \Σ suffisamment proche de p, il existe un voisinage Ωq de (q, f(q))
dans Cn+n′ tel que pi′(Qp(f)|M ∩ Ωq) est une varie´te´ analytique re´elle de dimension supe´rieure ou e´gale
a` rg.maxp f , passant par f(q) et biholomorphe au produit carte´sien N × ∆s, ou` N ⊂ Cν (ν > 0), est
une varie´te´ analytique re´elle et ∆s ⊂ Cs le polydisque unite´.
De´monstration. – Le lemme 5 implique pi′(Qp(f)|M ∩ Ωq) ⊂ M ′. En tant que graphe, la varie´te´
analytique re´elleQp(f)|M ∩Ω est biholomorphe au produit carte´sien (M ∩U)×V , c’est-a`-dire qu’elle est
feuillete´e par des morceaux ouverts de varie´te´s complexes de dimension s. Soit Ψ : (M ∩ U)× V → Cn′ ,
(z, u′) 7→ (u′, H(z, u′)), avec H = (H1, . . . , Ht). L’application analytique re´elle Ψ est biholomorphe
sur les fibres {z} × V , z ∈ M ∩ U . De plus, elle est de meˆme rang ge´ne´rique r que pi′|Qp(f)|M ; et
r > rg.maxp f puisque Γf ⊂ Qp(f)|M . Par le the´ore`me du rang (analytique re´el), on conclut que pour
tout q′ ∈M \Σ′ suffisamment proche de p, ou` Σ′ ⊂M est un ferme´ d’inte´rieur vide, il existe un voisinage
Ω′ = U ′ × V ′ × W ′ de (q′, g(q′), h(q′)) tel que N ′ := Ψ((M ∩ U ′) × V ′) = pi′(Qp(f)|M ∩ Ω′) est
une sous-varie´te´ analytique re´elle de Cn′ de dimension r. De plus, il existe une sous-varie´te´ analytique
re´elle N ⊂ M ∩ U ′ telle que Ψ|N×V ′ est un diffe´omorphisme analytique re´el sur N ′. Finalement, on peut
prolonger Ψ|N×V ′ en un biholomorphisme local de l’espace ambiant. 
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